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1. Velocidad. Hodégrafa.

La parte de la fisica que estudia el movimiento de los cuerpos sin considerar
la causa que los produce se denomina cinematica.

En este momento, los cuerpos en movimiento los representaremos por lo
que se denomina particula o punto material, para indicar que los
cuerpos, con independencia de su tamafio, los vamos a estudiar en su
movimiento como un todo, despreciando cualquier rotacién con respecto a
su propio centro de masa o en torno a cualquier eje que lo atraviese.

@ Vector de posicién

Para fijar la posicion de la particula dentro de un sistema de referencia en
el cual queremos estudiar su movimiento, utilizaremos un vector, cuyo
origen coincide con el origen del sistema de referencia, y cuyo extremo
estara sobre el lugar ocupado por la particula. A este vector se le denomina
vector de posicion que, en general, serd funcién del tiempo.
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Asi, en un sistema de coordenadas
cartesianas

F=xi+yj+zk (1)

donde las coordenadas son funcién del
tiempo

x=x(t), y=y(t), z=2(t) (2)

Las expresiones (2) son las ecuaciones paramétricas de una curva en el
espacio denominada trayectoria, que es el lugar geométrico de los puntos
del espacio ocupados por la particula en los diferentes instantes. La
eliminacién del tiempo entre estas ecuaciones permite obtener la ecuacién
cartesiana de la trayectoria.

El movimiento de la particula puede ser descrito mediante la trayectoria.
Para ello se fija un punto P, de forma que la posicién de la particula P
puede establecerse mediante la longitud de arco recorrido s(t) .
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@ Vector velocidad

Una particula se encuentra en un instante
dado en el punto P cuyo vector de posicién
es 7. En un intervalo de tiempo At la
particula pasa de P a P’ donde su vector de
posicién es r.

Se define la velocidad media de la particula en el intervalo At por

NG
m = At

(3)

donde A7 = r’ — F representa el cambio experimentado por el vector de
posicién en el intervalo At.

Debemos darnos cuenta que A7 representa un cambio, tanto en la
direccion como en el médulo del vector de posicion.
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Si en la expresion (3) escogemos los
intervalos de tiempo At cada vez mas
pequefios, y por lo tanto los Ar mas cortos,
en el limite At — 0, AF se hace tangente a
la curva.

Se define la velocidad instantanea de la particula en el instante t por

. i Ar  dr .,
v=Ilm —=—=7r
At—0 At dt

(4)

por consiguiente, el vector v resulta ser un vector tangente a la trayectoria
en cada punto.
Si consideramos que el vector de posicién esta dado en coordenadas
cartesianas, entonces de acuerdo con las expresiones (1) y (2) tendremos
que

= X(8), v = (1), ve = (1), (5)
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Si utilizamos para describir el movimiento la longitud de arco recorrido s(t)

Se define la celeridad de la particula por

As ds
v Alrrﬂo At dt (6)

Para relacionar la velocidad instantanea vy la celeridad v, procedamos de
la siguiente forma:

dr drds dr

—_— = —— =y —

dt dsdt ds

V=

Ahora bien . .
dr . AF
p— m —
ds As—0 As

ya que el cociente Ar/As debe ser un vector y en el limite cuando P’

tiende a P el médulo de Ar tiende al arco As.

Resulta entonces que

=7 |7=1

V=vT (7)
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Supongamos que en un instante t; la particula se encuentra en el punto P;
con una velocidad Vi, que en el instante t, la particula se encuentra en el
punto P, con una velocidad 5, etc.

Construyamos un nuevo sistema de coordenadas donde cada eje representa
la correspondiente componente cartesiana de la velocidad. Representemos
en él vectores equipolentes a los vectores velocidad 4, 5, vi,... Los
extremos de los vectores velocidad con origen comiin determinan una curva
en el espacio de velocidades que se denomina hoddgrafa.
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2. Aceleracion. Componentes intrinsecas.

@ Vector aceleracién

Consideremos que la velocidad de una particula en un instante t es V' y
transcurrido un tiempo At su velocidad es v/.

Trayectoria y

En el tiempo At, la velocidad habra cambiado en direccién y médulo. Sea
AV el vector que refleja dicho cambio.

Se define la aceleracién media en el intervalo At como

AV
. _Av .
am = At (8)
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Si en la expresién (8), hacemos que At tienda a cero

obtenemos la aceleracion instantanea definida por

AV  dv
S_ fim AV _ 4V 9
a ALIEO At dt )

Observemos que el vector aceleracién es tangente a la hodégrafa y sin
embargo, en general, no es tangente a la trayectoria. En cada punto, el
vector velocidad y el vector aceleracién determinan un plano que se conoce
como plano osculador.

Si el vector velocidad esta expresado en coordenadas cartesianas, entonces
de acuerdo con (5), escribiremos

a = v = X(t), a, = v, = j(t), a;=v, = 3(t), (10)

@ Derivada de un vector unitario cuya orientacién cambia con el tiempo
Supongamos un plano y en él un vector unitario i cuya direcciéon cambia
con el tiempo.
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El cambio en la orientacién de & viene

dado en funcién del angulo 6(t) que forma y
con el eje x.
Expresemos & en funcién de #. Como f
|d]=1, resulta _
u
i = cos i + sen 6] (11) f
0 X
Derivando respecto al tiempo
di - do dg
d—::(—sen9i+cosc9f)E:ﬁE:9ﬁ (12)
siendo
n = (—senfi + cos ;) y |n] =1 (13)

Resulta inmediato ver que - 7= 0, es decir que los vectores i y i son
perpendiculares como se indica la figura.
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Derivemos ahora al vector i respecto al tiempo
dn - do do

— =(—cosfi —senbj) — = —id — =

i D) g dt

@ Componentes normal y tangencial de la aceleracién

-6 (14)

Vamos a considerar en primer lugar el caso de una particula que se mueve a
lo largo de una trayectoria contenida en un plano.

De acuerdo con la ecuacién (7) la velocidad puede expresarse por V= v 7,
por consiguiente la aceleracion de la particula vendra dada por

dv  dv d7

a=

Como 7 es el vector unitario tangente a la trayectoria, éste ira cambiando
su orientacién a medida que la particula se desplaza sobre la trayectoria.
Por tanto, podemos hacer uso del resultado dado por la ecuacién (12), de

forma que
d .
7= d—‘; F v (16)

R. Bravo (USC) Tema 3: Cinematica de la particula 2023-24 12 / 39



En la figura se representan dos
instantes infinitamente préximos P y P'. y
Las perpendiculares a los vectores 7y 7
se cortan en el punto C denominado ¢ J/~do
centro instantaneo de curvatura. )
Como P y P’ estan infinitamente n-s_Ae

préximos, los segmentos CP~CP'=p —
(radio de curvatura). 0 X

Al pasar la particula de P a P’, la orientacion del vector unitario tangente
habra variado en df), que es el mismo angulo que forman los segmentos CP
y CP".

Teniendo en cuenta que el arco ds y el angulo d6 estan relacionados por
ds = p df, podemos escribir

ds do

. . v
=y = =00 0= — 17
TP T v=el = 5 (17)
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Si llevamos este altimo resultado a la ecuacién (16), llegamos finalmente a

d 2
Al término
dv
_av 19
a= (19)

se le denomina componente tangencial de la aceleracion, y refleja el
cambio en el médulo de la velocidad.
Mientras que
ap, = — (20)
P
es la componente normal de la aceleracion vy refleja el cambio en la
direccién del movimiento de la particula.
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Dependiendo de si el médulo de la velocidad de la particula aumenta o
disminuye, a; sera positiva o negativa, y 3; apunta en la direccién del
movimiento o en su contra.

Como a, es siempre positiva, a, siempre esta dirigida hacia el centro de
curvatura.

La aceleracién de la particula sera cero sélo si lo son ambas componentes.

Los movimientos en que el médulo de la velocidad se mantiene constante,
v = cte, se denominan uniformes, y en ellos la aceleracién tangencial es
nula.

Si la trayectoria es recta,movimiento rectilineo, la aceleracién normal es
nula por ser infinito el radio de curvatura en todos sus puntos.

La componente tangencial de la aceleracion puede relacionarse con el
espacio recorrido sobre la trayectoria. En efecto
dv  d’s

atzazm (21)
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El radio de curvatura p puede calcularse mediante la ecuacién (20)
conociendo a; y v. Otra forma atil de calcular p, es la siguiente: si
utilizamos las ecuaciones (12) y (17), tendremos

dr

79.:_

0= dt

= p= (22)

%
p

Las ecuaciones anteriores obtenidas
para una trayectoria plana, también son
validas para el caso de una trayectoria
en el espacio, estando la velocidad, la
aceleracién y sus componentes en un g
mismo plano denominado osculador. La
orientacién de dicho plano cambia con el
punto P sobre la trayectoria.

trayectoria
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Un movil parte del origen del sistema de referencia y recorre la parabola
2y = x?, en la que x e y estan expresadas en metros, siendo la proyeccién
de la velocidad sobre el eje OX constante v, =2 m/s. Calcular: a) la
velocidad; b) la aceleracion; c) las componentes tangencial y normal de la
aceleracion; d) el radio de curvatura.

Si tenemos en cuenta que el vector de

posicién viene dado por
- . o5 X4 o
F:Xi—l-yj:Xi—F?'

el vector velocidad sera

dr  dx o dx -
_ = — X—
dt dt dt

vV =

Ahora, como sabemos que

dt
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al integrar la expresién anterior, teniendo en cuenta que para t = 0 se
encuentra en el origen x = 0, resulta

X t
/dx:2/ dt = x=2t
0 o

Ahora ya podemos expresar el vector de posicién en funcién del tiempo

F=2ti+ 2t2f

a) Vector velocidad
b) Vector aceleracion

c) Calculemos en primer lugar el vector unitario tangente
Vo 2/ + 4tf B i+ 2tf
VI Va+16t2 1+ 42

7=
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La componente tangencial de la aceleracién sera

- o 8t
(A= T=—
. ' V14 4¢2
Si tenemos en cuenta que
22 2_16. 04 _ 16
ne v 1+4t2 14412
4

y la aceleracién normal

3
2

ap = ———
T V142
d) El radio de curvatura

2 2
Vi _ A1t e (1+41%)

= 4

n

e Componentes radial y transversal

En algunos tipos de movimientos planos resulta mas atil describir el
19 / 39

movimiento de una particula utilizando un sistema de referencia diferente.
2023-24
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Como podemos ver en la figura, si
denominamos &, al vector unitario

trayectoria

I
e = —
r &
resulta que
r=rée (23) X
0
Derivemos respecto al tiempo la expresion anterior
dr  d(rg dr dé,
V=—= ( r):—6,+r . (24)
dt dt dt dt
(25)

y teniendo en cuenta la ecuacién (12)
V="F& +rbg

20 / 39

donde € es el vector normal a &, y sentido el de crecimiento de 6.
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Si derivamos respecto al tiempo la ecuacién (25), obtendremos la

aceleracion
dv Y - . .de
a= d_‘; =re + r% + rlep + rley + rG% (26)

utilizando las ecuaciones (12) y (14)
3= Fé + 08 + r0é) + rié — ro?e, (27)
agrupando términos
3= (F— r6?)é + (2r0 + rh)e (28)

Resumiendo, las componentes de la velocidad y aceleracion en las
direcciones radial y transversal son los escalares:

v,=F wvp=rb (29)

ar=F—rb% ayg=2r0+rb (30)
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Analizar las componentes radial y transversal de la velocidad y aceleracién
en el caso de que el mévil se mueva sobre una circunferencia centrada en el
origen de coordenadas y contenida en el plano xy.

En este caso, al ser la trayectoria una
circunferencia centrada en el origen de
coordenadas, el médulo del vector de y

o & =
posicién es constante, |r] = r = cte y P&
por lo tanto F = ¥ = 0. Fe P
Por otro lado, segiin la ecuacién (17) 0 X
v v = 1dv
9 = —_- = — 0 —_— —_ —
pr rodt

Llevando estos resultados a las ecuaciones (29) y (30), obtenemos

v, =0, ww=v = V=vg
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3. Anilisis de los distintos tipos de movimientos.

Para abordar el estudio del movimiento de una particula, habrad que conocer
con detalle las caracteristicas del mismo y proceder a resolver el problema
concreto que estemos considerando.

Si embargo, algunas situaciones pueden ser analizadas en general, con
independencia del problema particular de que se trate.
A continuacién analizaremos los siguientes casos:

©@ Movimiento rectilineo.

Se dice que una particula que se mueve a lo largo de una linea recta tiene
un movimiento rectilineo.
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Para mayor simplicidad supondremos 0 P -
que la particula se mueve segin el eje x. L

En este caso, las expresiones de la velocidad y la aceleracion se reducen a

dx
= — 1
V= (31a)
dv
= — 1b
a p” (31b)

Otra relacién atil para la aceleracién puede obtenerse de la anterior de la

siguiente forma
dv  dv dx dv

S a T axa Vax

(31c)

Analicemos los dos casos siguientes:
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i Movimiento rectilineo uniforme
Al ser uniforme se cumple que v = v, = cte y por lo tanto a = 0. Si
suponemos que en el instante inicial, t=0, la particula se encuentra en la
posicion x = X, la ecuacién (31a) nos conduce a

X t
/ dx = vo/ dt = X = Xo + Vot (32)
Xo o

i Movimiento rectilineo uniformemente acelerado
En este tipo de movimiento a = cte. Suponiendo que en el instante
inicial, t=0, la particula se encuentra en la posicién x = x, con
velocidad v,, de la ecuacién (31b) obtenemos

v t
/dv:a/ dt = V=V, + at (33)

llevando este valor de v a la ecuacién (31a), resulta

X t 1
/ dX:/(VO—I—at)dt = x:xo+vot—|—§at2 (34)
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Por dltimo, utilizando la ecuacién (31c)

/ vdv = a/ dx = v2 = v2 4+ 2a(x — xo) (35)

Un avién lleva una aceleracién constante 3= i + 2ff Se ha medido su
velocidad en el instante t = 10 s, Vig = 5/ + 6f+ K, y se ha observado que
en el instante t = 4 s pasaba por la vertical (eje OZ) con cota z = 6.
Calcular en funcién del tiempo la velocidad y la posicién del avién.

De la definicién de la aceleracién, podemos escribir

—

dav - - -
S:d—::i+2j = dv=(i+2j)dt

Si ahora integramos entre el instante t = 10 s y otro instante cualquiera t

v t
/ dv = (/+2j)/ dt
Vio 10
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es decir

V=5 +6]+k+ (i+2/) (t — 10)
(t—5)i+ (2t —14)/+ k

Calculemos ahora el vector de posicién

dr

<
I

Si tenemos en cuenta el valor obtenido para Vv, resulta

F t
/ dF:/ [(t—5)7+ (2t — 14)] + k} dt
7a 4

t
F =6k + K— — 5t> i+ (t° - 14t) j+ t/?]
4
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naciendo operaciones

#2 . - -
r= <3—5t+12)i+(t2—14t—|—40)j—|—(t—|—2)k

© Movimiento de proyectiles.

Un proyectil es cualquier cuerpo que recibe una velocidad inicial y luego
sigue una trayectoria determinada por la aceleracién gravitatoria y cualquier
otra accién ejercida por el medio en el que se mueve.

En lo que sigue estudiaremos un modelo simplificado donde
representaremos al proyectil como una particula que esta exclusivamente
sometida a la fuerza gravitatoria lo que le provoca una aceleracion
constante en magnitud y direccién.

Por lo tanto, el movimiento del proyectil esta limitado a un plano vertical
determinado por la direccién de la velocidad inicial. Tomaremos en este
plano un sistema de referencia con el eje x horizontal y el eje y vertical y
hacia arriba.
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Analizaremos el movimiento
del proyectil como una
combinacién de movimientos:
uno horizontal con aceleracién
nula, a, = 0, y otro vertical
con aceleracién constante
a, = —g.
Movimiento en el eje x
Supondremos que en el instante inicial t =0, x, = 0, Vo = v, cos 6
Por lo tanto

ax = % =0 = Vx = Vox = Vo COs 0 (36)
X t
Vx:% = / dx:vocosﬁ/ dt
dt 0 0
X = v, tcosf (37)
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Movimiento en el eje y
Supondremos que en el instante inicial t =0, y, =0, v,, = v,send

d vy t
ay:%:—g = / dvy:—g/0 dt
Voy

vy = Vosenf — gt (38)

Entonces

dy y t
vy = — = / dy:/(vosene—gt)dt
1

y =V, tsenf — Egt2 (39)

En cualquier instante la posicién del proyectil estd dado por las
coordenadas (x,y), su celeridad por /v2 + v2 formando un angulo a con

i - %
la horizontal, tal que tga = e

30 / 39
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Para calcular la posicion del punto mas alto alcanzado por el proyectil
hacemos v, = 0 en la ecuacién (38) y despejamos t

_ Vpsenl
g
y lo sustituimos en las ecuaciones (37) y (39)
oy — v2 sen9c059’ by (v, sen f)?
g 2g

El alcance horizontal méximo R alcanzado por el proyectil se obtiene
haciendo y=0 en la ecuacién (39), despejando el tiempo

. 2v, send
g

y sustituyéndolo en la ecuacién (37)
_ 2v2senfcosd
g

R
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Por altimo, para obtener la ecuacién de la trayectoria en términos de x e y
debemos despejar el tiempo en la ecuacién (37)

X

V, cos f

y sustiuirlo en la expresion (39)

g 2

—xtgh— 5
y=x1e 2v§cos29X

que es la ecuacién de una parabola.

Ejemplo 4

Dos aviones, que vuelan horizontalmente, se encuentran en un instante
dado en la misma vertical, posicién desde la cual pretenden bombardear el
mismo objetivo. Sabiendo que la altura sobre el suelo de uno de ellos es
cuatro veces mayor que la del otro y siendo v la velocidad del que vuela
mas alto jqué velocidad debe llevar el que vuela mas bajo?
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En el instante t = 0 las velocidades de los proyectiles arrojados por los
aviones tienen el sentido del eje x, y como ambos deben alcanzar el blanco

t v
d=vt=Vvtl = —=_— v
t v — LV
.. . . A
Inicialmente los proyectiles no poseen velocidad en el e
eje y, por lo tanto o
1 1 i
4ho = ng27 ho = nglz tho!
L) I T
g X

y al dividir miembro a miembro ambas expresiones
£ 2 v/ 2
4 = <—) =|— = Vv =2
t/ v

© Movimiento circular

Es un movimiento plano en el que la trayectoria es una circunferencia y, por
lo tanto, su radio de curvatura es constante e igual al radio de la misma.
Elegido un punto de la circunferencia como origen de angulos, definimos la
velocidad angular «w como
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do .
=—=9 40
w=— (40)
Si tenemos en cuenta la ecuacién (17) y o

dado que el radio de curvatura es el
radio de la circunferencia, p = R, resulta

w =

% & v=wR  (41)

La velocidad angular se puede representar por un vector, &, normal al plano
y de sentido el de avance de un tornillo dextrégiro que gire segin el sentido
del movimiento. Resulta evidente en la figura que

V=GAR (42)
Definimos el vector aceleracion angular & como
do
3= — 43
a=— (43)

que tiene la misma direccidén que & en este tipo de movimiento.
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La aceleracién puede obtenerse derivando respecto al tiempo la velocidad

dada por la expresién (42)

i=d
(44)

siendo
G=aAR (45) -

la aceleracién tangencial, y

G =GAV=GA@AR)  (46)

la aceleracién normal.
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Debemos comprender que los
resultados obtenidos anteriormente son
independientes del punto O elegido
sobre el eje de la circunferencia.

8j

En efecto, si tenemos en cuenta que

Vv =

ya que b A OO’ = 0 por ser & y OO’ dos vectores paralelos.
Analizaremos a continuacion los siguientes casos:
i Movimiento circular uniforme

w=cteyporlotantov=cte, a=0, a;=0, a,=w?R = cte

2023-24 36 / 39
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Si en el instante t=0, § = 6,

0 t
dt ) 0

0=0,+wt (47)
Este tipo de movimiento es periddico, puesto que el mévil pasa por cada

punto de la trayectoria a intervalos iguales de tiempo que se denominan
periodo.

Entonces, cuando 6 = 0, + 27 se habra completado una vuelta. Llamando
T al periodo
27
O +2n =0, +wT = T=— (48)
w
A la inversa del periodo se le denomina frecuencia
1w
T 2rm
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i Movimiento circular uniformemente acelerado
a = cte y por lo tanto a; = o R = cte, a, = w’R

Sien el instante t=0, 0 = 0, y w = w,

w t
a:d—w = / dw:a/ dt
dt wo 0

Por otro lado

Podemos admitir que el centro de la Tierra en su movimiento alrededor del
Sol describe una circunferencia de radio R = 15 - 107 km, con velocidad de
modulo constante. Calcular el médulo de la citada velocidad y la
aceleracién del centro de la Tierra.
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Admitiendo que la Tierra recorre la 6rbita alrededor del Sol en 365 dias, el
tiempo que tarda en recorrerla sera

t = 365 - 24 - 3600 = 31536 - 10% s

Como se desplaza con una velocidad de médulo constante

V| cte = a av 0
Vi =V = = — =
T odt

y al ser a; =0

27rR 2.7 -15-10%0 m km
= = =299.103 — =290 —
YT 31536 - 103 ’ s s

Como a; = 0, la aceleracién coincide con la componente normal

v (29,9-10%) am
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